ДУАЛНОСТ, АНАЛИЗ НА ЧУВСТВИТЕЛНОСТТА И ПАРАМЕТРИЧНО ЛИНЕЙНО ПРОГРАМИРАНЕ


Дуалността в ЛП представлява голям теоретичен интерес. Тя е основата на анализа на чувствителността и на съвременните ефекти-вни числени методи за решаване на линейни задачи.

4.1. ДУАЛНА ЗАДАЧА НА ЛП

На всяка задача на ЛП съответствува дуална задача, която се фор-мира от условията на началната задача, наричана пряка задача. Която и да е от двете задачи може да се разглежда като пряка или дуална, а в симплекс-таблицата на оптималното решение на едната от тях се съдържа оптималното решение и на другата.

За да се построй съответната дуална задача, пряката задача се представя в стандартна форма:

Да се максимизира (минимизира)
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при ограниченията
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В състава на n-те променливи х3 са включени остатъчните и изкустве-ните променливи, както и променливите на излишъка. Моделът на дуалната задача се определя по следните правила:

На всяко ограничение от пряката задача съответствува една променлива в дуалната задача (дуална променлива). 

На всяка променлива от пряката задачата съответствува едно ограничение в дуалната задача (дуално ограничение). 

Коефициентите b1, b2, ... , bт са коефициенти в целевата фун-кция W на дуалната задача; коефициентите с1,с2, ..., сп образу ват 

десните части на дуалните ограничения, а коефициентите аij от стъл-ба Рj, при променливата хj,i = 1,т представляват коефициентите от лявата страна на съответното дуално ограничение.

Очевидно,  дуалната  задача  има  m  променливи  y1,  у2,  ....,  ут   и  п

	ограничения.
	

	Останалите  елементи  на  дуалния  модел
	-  видът  на  оптимизация-

	та  и  на  ограниченията  и  знакът  на  дуалните
	променливи  се  определят


в съответствие със следната таблица _________________________________
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	>=
	без ограничение

	минимизация
	максимизация
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Следващите примери показват използуването на правилата.

Пример 4.1. Пряката задача е

Да се максимизира J = 7х1 + 15х2 + 5х3 при ограниченията
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Стандартната форма на пряката задача е Да се максимизира J = 7х1 + 15x2 + 5x3 + 0х4 при ограниченията
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Дуалната задача е:

Да се минимизира W = 18y1 + 16y2 при ограниченията

[image: image17.jpg]2y + 522 =10
—22, + 922> 6
3z, +52,< 9




x1)  (съответствува  на

на х3) (съответствува на х4)

y1, y2 неограничени по знак.




Четвъртото ограничение y1 >= 0 е по-силно от ограничението "Y1 Е неограничено по знак". По-слабото ограничение се отстранява като излишно и последното ограничение в модела добива вида

"y2 неограничено по знак".

Пример 4.2. Пряката задача е Да се минимизира J = 3x1 + 4х2 при ограниченията
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х1 неограничено по знак, х2 >= 0.

След въвеждане на х'1, х"1 >= 0, така че x1 = х'1— x''2, стандартната форма за прекия симплекс-метод е

Да се минимизира J = 3х'1 - Зx''1 + 4x2 + 0x3 + 0x4 при ограниченията
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Дуалната задача е

Да се максимизира W = 10y1 + 6y2 + 9y3 при ограниченията
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y1 неограничено по знак

y2, y3 неограничени по знак (излишни, отпадат).

Вижда се, че първите две ограничения могат да бъдат заместени с ограничение във вид на равенство (уравнение). Винаги когато някоя променлива в пряката задача не е ограничена по знак, в дуалната задача

Появява ограничение във вид на уравнение.

Пример 4.3. Пряката задача е Да се минимизира J = 10x1 + 7х2

при ограниченията
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Задачата може да бъде решена с използуване на прекия или на дуал-ния симплекс-метод. Ако се използува дуалният метод, стандартната форма е

Да се минимизира J = 10x1 + 7х2 при ограниченията
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Дуалната задача е

Да се максимизира W = —2у1 + 8y2 при ограниченията
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y1,y2 неограничени по знак (излишни, отпадат).

Ако задачата се решаваше с използуване на прекия метод, дуални ят модел би бил различен от получения, тъй като стандартната форма е различна от тази за дуалния метод.

Дуалната задача може да бъде представена в матрична форма. Не-ка Y = [y1,y2, ..., yт] е векторът на дуалните променливи. Ако пряката задача е записана в познатата стандартна матрична форма

Да се максимизира J = C1X1 + С2Х2 при ограниченията
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разглежданите по-горе правила за построяване на дуалната задача определят следната матрична форма на съответния дуален модел




Да се минимизира W = Yb при ограниченията
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Y неограничен по знак вектор.

Ограниченията[image: image1.jpg]


са по-силни от последните ограничения и могат да ги направят излишни.
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Ако пряката задача е за минимизация, целевата функция W се максимизира, а неравенствата в двете векторни ограничения са от вида[image: image2.jpg]



РЕШАВАНЕ НА ДУАЛНАТА ЗАДАЧА. СЪОТНОШЕНИЯ НА ДУАЛНОСТТА 

Най-напред ще бъдат представени две отношения между стойно-стите на целевите функции в двойката от пряка и дуална задача, конто се използуват при доказване на оптималността на решението.

Нека (Xi, X2) и Y са допустими решения на пряката и дуална-та задача, представени в матрична форма в т.4.1. След умножаване на ограниченията на пряката задача отляво по Y се получава

YAX1 + YX2 = Yb = W,

а след умножаване на ограниченията на дуалната задача отдясно по X1 и Х2
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Събирането на левите и десните части на двете ограничения води До неравенството
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Тъй като лявата част е равна на W, а дясната - на J, получихме, че
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По същия начин може да се покаже, че когато пряката задача се мини-мизира, се получава
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Последните два резултата доказват следното отношение между стойностите на целевите функции в една двойка от пряка и дуална за. дачи:

За всяка двойка допустими решения на пряката и дуалната зада. ча стойността на целевата функция в задачата за максимизация не е по-голяма от стоиността на целевата функция в задачата за минимизация.

Нека J се максимизира, a W - минимизира. Максималната стой-ност на J се търси сред всички допустими (Xi, X2), а минималната стойност на W - сред всички допустими Y. Тъй като J < W за всички допустими решения, оптималните решения за двете задачи са получени само когато max J — min W. И така

За оптималните решения на двете задачи стоиността на целевата функция в задачата за максимизация е равна на стойността на целевата функция в задачата за минимизация.

Получените отношения се използуват за оценяване на близостта на допустими решения до оптималното решение.

Оптималното дуално решение може да бъде определено от опти-малната симплекс-таблица на пряката задача. Нека и двете задачи са зададени в матрична форма

Пряка задача

Да се максимизира J = C1X1 + С2Х2 при ограниченията

АХ1 + IХ2 = b

Х1 Х2 > 0

Дуална задача

Да се минимизира W = Yb при ограниченията

YA>= С1

Y>=C2

Y - неограничен по знак вектор. Нека В е оптималният базис на пряката задача, а СB - свързаните с него коефициенти на целевата функция. Тогава

Y = CBB-1

е оптималното дуално решение.

Най-напред ще бъде показано , че Y = CBB -1 e допустимо решение, т.е. че то удовлетворява ограниченията на дуалната задача. Тъй като решението на пряката задача е оптимално, от условието за опти-малност zj — cj > 0 за всички j, което беше получено в т. 3.10, следва че

СвВ-1А-С1>= 0,   СВВ-1 - С2 >= 0.


Вижда се, че ако се положи Y = СВВ-1, дуалните ограничения се удовлетворяват.

Оптималността на решението може да се провери, като се пока-же, че W = J при Y = СВВ-1. А това равенство следва от съотноше-
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Изложеното показва, че докато за пряката задача в хода на итерациите се търси оптимално решение, за дуалната задача се търси допустимо решение. И наистина, докато има небазисни променливи с отрицател-ни коефициенти (ZJ — cj < 0) в уравнението на J, съответните дуални ограничения са нарушени. Това е основата на представения дуален симплекс-метод в т.3.5.

От направеното разглеждане се вижда, че ако за решаването на пряката задача се използува модифицираният симплекс-метод, опти-малните стойности на дуалните променливи се определят на последната итерация, като се извършат изчисленията по формулата Y = CBB-1.

Оптималното дуално решение може да бъде определено директно от реда на целевата функция в таблицата на оптималното решение на пряката задача. Тази таблица се представя в общата матрична форма, разгледана в т.3.9. Вижда се, че коефициентите под Х2 в уравнение-то на J са равни на CBB-1 — С2. Следователно за определянето на Y = CB-1 към СвВ-1 — С2 трябва да се добавят С2. А ако всички допълнителни променливи са остатъчни, С2 = 0 и коефициентите под Х2 определят направо оптималните дуални стойности.

Пример 4.4. Разглеждат се пряката и дуалната задача от примера 4.1.

	Пряка задача
	Дуална задача

	Да се максимизира
	Да се минимизира

	J = 7x1 + 15x2 + 5x3
	W = 18y1 + 16у2

	при ограниченията
	при ограниченията
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чено по знак

След въвеждането на остатъчна и изкуствена променлива х4 и R симплекс-таблицата на оптималното решение на пряката задача е от вида

	БПР
	
	X1
	
	
	x2
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	x1
	x2
	x3
	x4
	R
	Решение
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	J
	3
	0
	0
	5
	M
	90
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	х2
	5/14
	1
	0
	2/7
	-1/14
	4
	

	x3
	13/14
	0
	1
	1/7
	3/14
	6
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	


Тъй като Х2 = [x4;R]T и C2 = [0, — M], от таблицата се прочита CBB-1-C2 =

[5,M]. Оттук се получава

[image: image33.jpg]



Същият резултат може да се получи и по модифицирания симплекс -метод. Като се вземе предвид, че на последната итерация ХB = [х2, х3]т и следователно CB = [15,5], може да се запише
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Досега пряката задача се решаваше първа и от нейната последна таблица се получаваше оптималното дуално решение. Възможно е оба-че най-напред да се реши дуалната задача и от симплекс-таблицата на оптималното дуално решение да се определи оптималното решение на пряката задача. Тъй като количеството на изчисленията при симплекс-метода зависи главно от броя на ограниченията, решаването на задачата с по-малко ограничения като първа може да бъде по-икономично, ако разликата в броя на ограниченията е по-значителна.

Нека si и vj са променливите на остатъка и излишъка съответно в г-то пряко j-то дуално ограничение
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(очевидно VJ e остатъчна променлива след умножаване на j-то дуално ограничение по —1). След анализ на матричната форма на симплекс-та-блицата на оптималното решение се установява:

ако променливата Xj има коефициент vj > 0, в уравнението на J XJ е небазисна. Следователно, ако VJ > 0, хj = 0 и vjxj = 0; 

ако коефициентът vj > 0 е под променливите Х2, той е равен на оптималната стойност на някоя дуална променлива уi. Следователно) 




ако Уi > съответното г-то ограничение в пряката задача се изпъл-ява като равенство, защото неговата остатъчна променлива si = 0. Получихме, че ако

yi > 0, s, = 0 и yisi = 0.

И така, за оптималните решения, пряко и дуално,

vjxj = yisi = 0   за всички i,j.

Този резултат се формулира като теорема за допьлващата_ оста-пъчност: двойката допустими решения[image: image3.jpg]


и[image: image4.jpg]


са оптимални тогава и само тогава, когато се изпълняват условията
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където si и vi са променливите на остатъка и излишъка в преките и дуалните ограничения.

Свойството допълваща остатъчност може да се използува за иден-тифициране на базисни и небазисни променливи, и за проверка на оп-тималността на решенията на пряката и дуалната задача. На него се основават и някои специални алгоритми, при които използуваното на-чално решение е както неоптимално, така и недопустимо.

4.3. ИКОНОМИЧЕСКА ИНТЕРПРЕТАЦИЯ

Разглеждат  се  пряката  и  дуалната  задача,  представени  в  следната

	форма
	

	Пряка задача
	Дуална задача

	Да се максимизира
	Да се минимизира
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при ограниченията
при ограниченията
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уi - неограничени  по знак,[image: image5.jpg]



В модела на пряката задача сj е приходы или печалбата от единица j-та дейност (маргинален приход, маргинална печалба), нивото (обемът) на която е хj единици. Тъй като разглеждането е за интервал от време, хj има смисъл и на интензивност на j-та дейност.

Следователно J е сумарният приход или сумарната печалба от всички дейности. Коефициентът аij представлява разхода на i-тия рe-сурс за единица j -та дейност. Следователно лявата част на ограниче-нието описва сумарния разход на г'-тия ресурс за всички дейности, като нивото на запаса на ресурса е 6,.

Най-напред ще бъде обяснен икономическият смисьл на дуалните променливи. Беше показано, че за оптималните решения на двете задачи се изпълнява условието
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От матричната форма на симплекс-таблицата, както и от предста-вения модифициран симплекс-алгоритъм се вижда, че коефициентът при променливата хj в уравнението на J се определя от съотношението
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Тъй като CJ представлява левове на единица от дейноетта j, а xj единици на дейността j, всеки елемент от сумата и цялата сума в лявата част представляват левове
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[лева] =      [лева/единица от дейноетта j] [единици на дейността j].

Същата размерност трябва да има и сумата в дясната част. Тъй като bi представлява единици на ресурса i, yi, трябва да измерва в левове на единица от ресурса г. Следователно дуалната променлива уi представлява ценността на единица ресурс *. Както беше отбелязано в т.3.7,

променливите уi се наричат дуални цени, цени в сянка или скрити цени.

Когато решенията на двете задачи са допустими, но неоптимални
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Неравенствата показват, че докато общият приход е по-малък от сумарната ценност на разполагаемите ресурси, решенията не са оптимални. Оптималността се постига при пълноценното използуване на ресурсите, при което J — W.

	В примера 4.4 беше получено, че y1 = 5, y2 = 0.
	Следовател-

	но  за
	всяка  единица  на  нарастване  на
	разполагаемите
	ресурси  1
	или  2

	(десните  части на  съответните  ограничения)  стойноетта  на  J  ще  се  уве-

	личи с 5 или с 0.
	В общия случай, ако някоесьответният
	

	ресурс
	е  изгодно  да
	бъде  намален.
	Допустимите
	граници
	на
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изменение на даден ресурс, в рамките на конто дуалните цени са приложими, бя-ха разгледани в т.3.7. Анализът при изменения извън тези граници е представен в т.4.5.

Икономическият смисьл на ограниченията на дуалната задача мо-же да бъде определен по следния начин.




където Y = СвВ -1. Вижда се че, коефициентът при xj e равен на разликата между лявата и дясната част на J'-TO дуално ограничение. Тъй като сj представлява левове на единица от дейността j, съща-

та размерност трябва да има и[image: image6.jpg]m
E_a,,y..



Тази сума и cj имат различии знаци в дясната част на съотношението и тъй като сj са приходи от
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единица j-та дейност,
има смисъл на сумарни

"разходи" или

сумарна ценност на влаганите ресурси за извършване на 1 единица от j-та дейност. Тъй като аij се измерва в единици от i-тия ресурс на 1 единица от
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дейността j, а y, е ценността на единица ресурс i,
има

необходимата размерност. Тогава уравнението за коефициента zj — cj по-горе се интерпретира по следния начин.

	
	Когато приходите от единица j-та дейност
	са по-големи от су-

	марната ценност на влаганите ресурсит.е.
	коефициен-

	тът zj — cj < 0, равнището xj на дейността
	j трябва да бъде повишено
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над нулевата стойност. Това е икономическото обосноваване на услови-ето за оптималност на симплекс-метода, съгласно което, ако zj — cj < 0, променливата Xj преминава от небазисните към базисните променливи. Нейната стойност нараства докато се постигне zj — cj = 0. По-нататъ-шното и увеличаване е нецелесъобразно, тъй като сумарната ценност на влаганите ресурси ще надхвърли приходите от единица дейност.

Обратно, ако zj — cj > 0, ценността на ресурсите е по-голяма oт приходите на единица дейност и променливата xj e икономически оправдано да има нулева стойност, т.е. да остане небазисна промен- лива. За дейностите с нулева интензивност разликата zj — cj често се нарича редуцирана цена на единица j-та дейност. Тя показва с колко е необходимо да се подобри икономическото състояние на дейността, за да стане тази дейност икономически оправдана.

Подобряване на икономическото състояние и изпълнение на усло-вието zj — cj < 0 може да се постигне чрез увеличаване на сj или чрез на-

маляване на използуваните ресурси за единица дейност, т.е. на[image: image7.jpg]



	Първото се постига чрез увеличаване на цената (ако това е възможно),
	а
	вида 1 е по-голяма от с1 = 4. Тъй като z1 = 2y1 + 6y2 + 2y3, намалява-нетo на
	

	
	
	z1
	e възможно чрез намаляване използуването на времената на трите
	

	второто  -  чрез  усъвършенствуване
	на  дейността  и  по-интензивно  изпол-
	
	
	

	
	
	операции (т.е. на ресурсите) от продукта 1. Това използуване се определя
	

	зуване  на  ресурсите.
	Във  втория  случай  дуалните  променливи
	yi
	предо-
	
	

	
	
	
	
	от коефициентите при у 1 , у2 и у3 в израза за z1.
	

	ставят полезна информация за анализи и избор на решение за насоките на
	
	

	
	
	Тъй като у3
	= 0, намаляването на използуването на третата операция не
	

	технологичното  развитие.  Очевидно  използуването
	на  ресурсите
	с  по-
	
	
	
	

	
	
	
	е
	ефективно.  А
	поради  равенството  на  дуалните  цени  y1   =  у2   =  1,
	

	големи стойности на yi, би трябвало да се анализира с предимство,
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	възможностите  за  намаляване  използуването  на  другите  две  операции
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Икономическа
	интерпретация
	може
	да  бъде  направена  и
	на
	свой-
	трябва да се анализират с еднакъв приоритет.
	

	
	
	
	
	
	
	
	Възможно ли е производството на изделие 1 да се направи ефекти-вно
	

	ството допълваща остатъчност. Вижда се,
	първо, че цената в сянка на i-тия
	
	
	

	
	
	чрез  намаляване
	използуването  само  на  една  от  операциите?  Нека  r1  е
	

	ресурс уi  = 0, ако дейностите не го изчерпват напълно, т.е. когато si
	> 0. И
	
	
	

	
	
	намалението в минути на времето на първата операция за едно изделие.
	

	второ, дейността j е на нулево равнище х}, когато
	VJ  > 0, т.е., ако сумарната
	
	

	
	
	Тогава
	
	

	ценност на ресурсите за единица дейност j e по-голяма от приходите от нея.
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	Пример  4.5.  Разглежда  се  конкретизация  на  примера  2.2,
	при  коя-
	
	z1 = (2 - r1)y1 + 6у2 + 2y3 = (2 - r1).(1) + 6(1) + 2(0) =8-r1.
	

	то се произвеждат 3 изделия с използуване на 3 технологични операции.
	
	
	

	
	
	
	
	

	Печалбите  от  едно  изделие  за  трите  продукта  са  4
	лв.,  3  лв.  и 6
	лв.,
	а
	От условието z1 < c1 или 8 — r1 < 4 се получава r1 > 4. Тъй като а11 = 2,
	

	данните  за  времената  аij[min]
	на
	технологичните
	операции,  i,
	j
	=  1,3
	
	

	
	
	
	
	
	
	отговорът на въпроса за първата операция е отрицателен.
	

	и  за  лимитите  от  време  в  денонощие  bi[min],  i  =  1,2,3  са  показани  в
	
	

	
	
	Ако r2 е намалението на времето на втората операция за едно изделие
	

	следната таблица.
	
	
	
	
	
	____________
	
	
	
	

	Изделие 1
	Изделие 2
	Изделие 3
	Лимит
	
	
	
	z1 = 2y1 + (6 - r2)у2 + 2 у 3 = 8 - г2.
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Операция 1
	2
	
	3
	
	
	2
	880
	
	От условието 8 - г2 < 4 се получава г2 > 4. Тъй като a21 = 6, намаляването на
	

	Операция 2
	6
	
	0
	
	
	4
	900
	
	използуването на втората операция с повече от 4 минути може да направи
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	изделието 1 ефективно.
	

	Операция 3
	2
	
	6
	
	
	0
	860
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Моделът е от вида

Да се максимизира J = 4х1 + Зх2 + бх3 при ограниченията

2x1 + Зх2 + 2х3 < 880 6x1 +0x2 + 4x3 < 900

2х1 + 6х2 + 0х3 < 860.

След въвеждане на остатъчните променливи х4, х5 и х6 оптималният базисен вектор Хв и обратният базис В-1 се получават от вида

[image: image47.jpg]



Тъй като CB = [3,6,0], за дуалните цени се получава Y =

CBB-1 = [y1y2,y3} = [1,1,0].

Вижда се, че в оптималното решение x1 = 0. Това се получава, защото сумарната ценност на ресурсите z1 за производство на едно изделие от




АНАЛИЗ НА ЧУВСТВИТЕЛНОСТТА НА ОПТИМАЛНОТО РЕШЕНИЕ 

При анализа на чувствителността в т.3.7. бяха определени обхвати на изменение на параметри, при конто се запазва оптималността и допустимостта на решението. Следващите въпроси, конто възникват, са дали при настъпването на определени изменения в параметрите на модела се запазва оптималното решение, а ако то се променя, може ли новото решение да бъде определено, без да се решава отново цялата задача.

За задачата на ЛП в стандартна матрична форма Да се максимизира J = С1Х1 + С2Х2

при ограниченията

AX1 + IX2 = b

х1 х2 > о

беше получена следната матрична форма на общата симплекс-итерация

	БПР
	X1
	Х2
	
	Решение
	

	
	
	
	
	
	

	J
	YA - C1
	Y - C2
	
	CBB-1b
	

	ХB
	B-1A
	B-1
	
	B-xb
	

	Да предположим, че се изменят C1
	и С2  и/или b. Тези изменения не

	влияят на текущия базис В или В-1, тъй като В е изграден от стълбове на [А,
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I], които не се променят. Следователно измененията на C1 и С2, променяйки коефициентите в уравнението на J, могат евен-туално да променят само оптималността на текущия базис В. Подобно измененията на b, променяйки само стойностите в стълба "Решение" могат евентуално да променят само допустимостта на текущия базис В. Нека са изменените стойности съответно на С1
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С2, b и Y. Тогава новите стойности на коефициентите в уравнението на J
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са и ако тези стойности не нарушават усло-вието за оптималност (коефициентите при небазисните променливи са

неотрицателни), текущият базис В запазва своята оптималност. Подобно, ако новите десни части В-1b са неотрицателни, В запазва своята допустимост.

Очевидно едновременните изменения на С 1, С2 и b могат да влияят както на оптималността, така и на допустимостта.

Ако текущото оптимално решение се е променило, новото опти-мално решение може да бъде определено по един от следните начини:

A. Ако таблицата на текущото оптимално решение е станала не-оптимална (т.е. съответствуваща на допустимо, но неоптимално ре шение), към нея се прилага прекият симплекс-метод за определяне на новото оптимално решение.

Б. Ако таблицата на текущото оптимално решение е станала недо-пустима (т.е. съответствуваща на оптимално, но недопустимо решение), към нея се прилага дуалният симплекс-метод за определяне на новото оптимално и допустимо решение.

B. Ако таблицата на текущото оптимално решение е станала едно-временно неоптимална и недопустима, към нея най-напред се прилага прекият метод за постигане на оптималност, след което към новополу-чената оптимална, но недопустима таблица се прилага дуалният метод за постигане на допустимост.

При анализа на чувствителността спрямо изменения на коефициентите в матрицата А се разглеждат два случая. В първия случай измененията не засягат вектор-стълбовете на текущия базис В, т.е. изменят се само небазисни вектор-стълбове. Тогава, както се вижда от таблицата, измененията влияят само на коефициентите на уравнението на J, т.е. на оптималността.

Във втория случай измененията засягат вектор-стълбовете на текущия оптимален базис В. Тогава текущото В-1 е невалидно, не е и ясно дали новото В образува базис. Поради това в този случай се препоръчва задачата да бъде решена отново.




Разгледаните три начина ще бъдат илюстрирани с използуване на

	примера 2.1., данните за който са представени по-долу
	

	
	Пряка задача
	
	
	
	Дуална задача
	

	Да се максимизира
	
	
	
	Да се минимизира
	

	
	
	J = 4x1 + 3x2
	
	
	W = 15y1 + 12у2 + 2y3 + Зу4

	при ограниченията
	
	
	
	при ограниченията
	

	
	2x1 + 3x2<= 15
	
	
	
	2y1 + 2у2 - у3 >= 4
	

	
	2x1+x2<= 12
	
	
	
	Зy1 + y2 + yз + y4 >= 3

	-x1 + х2 <=  2
	
	
	
	
	y1, y2, y3, у4 >= 0
	

	х2 <=  3
	
	
	
	
	
	
	
	

	x1 x2 >= 0
	
	
	
	
	
	
	
	

	Текущото оптимално решение на пряката задача е
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	БПР
	
	x1
	х2
	x3
	х4
	x5
	х6
	
	Решение

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	J
	
	0
	0
	1/2
	3/2
	0
	0
	
	251/2

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	х2
	
	0
	1
	1/2
	-1/2
	0
	0
	
	11/2

	x1
	
	1
	0
	-1/4
	3/4
	0
	0
	
	51/4

	x5
	
	0
	0
	-3/4
	5/4
	1
	0
	
	53/4

	х6
	
	0
	0
	-1/2
	1/2
	0
	1
	
	11/2


ИЗМЕНЕНИЯ, КОНТО ВЛИЯЯТ НА ОПТИМАЛНОСТТА 

Текущото оптимално решение може да стане неоптимално в ре-зултат на изменения на коефициентите С1 и С2 в целевата функция, на изменения на небазисен стълб в А (изменя се използуването на ресур-сите от небазисна дейност) или на включване на нова дейност в модела.

Изменения на коефициентите в целевата функция.

Нека изменената целева функция е J = 6x1 + 5x2 - Текущият оптимален вектор е XB = [x2, х1, х5, x6]т, при което CB = [5,6,0,0]. Тогава
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Коефициентите в новото уравнение на J се определят от {zj-cj}

= [YA-C1,Y-C2},

където Ci = [6,5] и С2 = [0,0,0,0]. По този начин могат да бъдат пре - сметнати отново всички коефициенти, но определянето на {ZJ — сj} за текущите базисни вектори няма смисъл, тъй като тези коефициецти са равни на нула. Остава да се намерят само новите коефициенти при текущите небазисни вектори, като се използуват стълбовете Р3 и P4 на [А, I]

4
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Новото уравнение на целевата функция е

	БПР
	x1
	x2
	х3
	х4
	х5
	
	хе
	Решение

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	J
	
	0
	0
	12
	0
	0
	39
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Коефициентите са неотрицателни и текущото оптимално решение не се променя, т.е., х1* = 51/4 и x2* = 11/2. На него съответствува нова стойност

J* = 39.

Нека сега целевата функция се промени така, не J = 5x1+2x2. Пов-тарянето на направените по-горе изчисления с използуването на CB = [2,5,0,0] ще определи следните нови стойности на вектора Y и на кое-фициентите в уравнението на 3

Y = [-1/4,11/4,0,0]

	БПР
	Xl
	х2
	Хз
	х4
	хъ
	хе
	Решение
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	J
	0
	0
	-1/4
	11/4
	0
	0
	117/4
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	


Коефициентът z3 - с3 при небазисната променлива хз е отрицателен, z3—c3 = —1/4. Следователно текущото решение не е вече оптимално и трябва да се използува като допустимо начално решение за определя-не на новото оптимално решение по прекия симплекс-метод. Началната таблица (итерация 0) за тези пресмятания се получава от таблицата на старото оптимално решение след замяна в нея на уравнението на J с новото уравнение, представено по-горе. Вижда се, че включвана и из-ключвана променлива са съответно х3 и х2. Новото оптимално решение се получава след една итерация от вида

	БПР
	Xl
	Х2
	Хз
	х4
	x5
	х6
	Решение
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	J
	0
	1/2
	0
	10/4
	0
	0
	30
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Х3
	0
	2
	1
	-1
	0
	0
	3
	

	X1
	1
	1/2
	0
	1/2
	0
	0
	6
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	x5
	0
	3/2
	0
	1/2
	1
	0
	8
	

	х6
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	3
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	





Изменение на използуването на ресурсите от небазисна дейност

Измененията на използуването на ресурсите от небазисни дейно-сти се описват с изменения на коефициентите в небазисните вектори на матрицата А, т.е. на лявата част на съответното дуално ограничение. Следователно те могат да влияят само на оптималността на текущото

решение.

Нека в разгледания по-горе пример с J = 5x1 + 2х2 за деиността х2, която в новото оптимално решение е небазисна, специфичните разходи на суровините R1 и R2 се изменят от 3 и 1 тона на 5 и 2 тона. Съответното дуално ограничение приема вида

5y1 + 2у2 + y3 + y4 >= 2,

където дясната част естествено е равна на новия коефициент при х2 в J, с2 = 2. Текущите стойности на дуалните променливи в таблицата на оптималното решение не се променят, тъй като Y = СвВ-1 , а Св и В не са се изменили. Следователно Y = [0, 10/4, 0, 0] и коефициентът при х2 в новото уравнение на J e
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Тъй като той е положителен, условията на оптималност не са нарушени от настъпилите изменения и текущото оптимално решение се запазва.

Включване на нова дейност

Включването на нова дейност се разглежда като изменения одно-временно на целевата функция и на използуването на ресурсите. На новата дейност съответствува променлива, която има нулеви коефициенти в началния модел. Стойностите на тези коефициенти в новия мо-Дел се разглеждат като изменения спрямо нулевото ниво. Такъв подход позволява новата променлива да се разглежда като небазисна.

Нека в началната задача се разглежда производството на нов, трети вид продукт, който е модификация на първия вид и чиято цена е 2 хил.лева на тон. Разходите на суровини от първия и втория вид са съответно 4/5 и 3/4 тона на тон от новия продукт. Съотношението между търсените количества от двата основни продукта, което се описва от третото ограничение, се запазва, но общото количество на първия Продукт се формира от количествата на двете му модификации.

Ако х7 е произвежданото количество за денонощие от новия про-дукт, измененият модел е от вида

Да се максимизира J = 4х1 + Зх2 + 2х7

при ограниченията
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Новото дуално ограничение, което съответствува на х7, е

[image: image56.jpg]



Тъй като х7 се разглежда като небазисна променлива, стойностите на дуалните променливи не се изменят. След отчитането им от таблица-та на текущото оптимално peшение може да се определи коефициентът при х7 в уравнението на J от тази таблица

(4/5)(1/2) + (3/4)(3/2) - 1(0) - 2 = -19/40.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	Таблица 4.1.
	

	
	
	
	
	I
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Ите-
	БПР
	Х1
	Х2
	х7
	
	Х
	Х4
	Х5
	Х6
	
	Решение
	

	
	
	
	
	
	
	3
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	рация
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	0
	J
	0
	0
	-19/40
	
	1/2
	3/2
	0
	0
	
	251/2
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	х2
	0
	1
	1/40
	1/2
	-1/2
	0
	0
	
	11/2
	

	
	X1
	1
	0
	20/80
	-1/4
	3/4
	0
	0
	
	51/4
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	х5
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	0
	0
	-53/80
	
	-3/4
	5/4
	1
	0
	
	53/4
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	х6
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	0
	0
	-1/40
	
	-1/2
	1/2
	0
	1
	
	1
	1/2
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	1
	J
	38/29
	0
	0
	
	5/29
	72/29
	0
	0
	
	3211/29
	

	
	х2
	- 2/29
	1
	0
	
	15/29
	-16/29
	0
	0
	
	
	14/29
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	1414/29
	

	
	х7
	80/29
	0
	1
	-20/29
	60/29
	0
	0
	
	
	15 10/29
	

	
	х5
	53/29
	0
	0
	-35/29
	76/29
	1
	0
	
	
	125/29
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	хб
	2/29
	0
	0
	-15/29
	16/29   0
	1
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Следователно решението ще се подобри, ако х7 се включи в базиса. За целта таблицата на текущото оптимално решение се изменя, като в лявата и част се включва нов стълб за променливата х7. Коефициентът




в реда на J e —19/40, а сьответните коефициенти при ограниченията се определят от (вж. стандартната форма)

[image: image57.jpg]J =2x,+ 522, m b=][16,7,2,3,]".




Новото оптимално решение, което се постига след една итерация, е пред-ставено в табл.4.1.

Вижда се, че включването на новата дейност подобрява стойността на целевата функция от 251/2 на 3211/29.

ИЗМЕНЕНИЯ, КОНТО ВЛИЯЯТ НА ДОПУСТИМОСТТА 

Текущото оптимално решение може да стане недопустимо в резул-тат на изменения на вектора b в дясната част на ограниченията или/и на включване на ново ограничение в модела.

Изменения на десните части на ограниченията

Както е известно, измененията на вектора b влияят само на ре-шенията в дясната част на таблицата. Ако след промените на вектора b новите решения XВ = В-1 b остават неотрицателни, текущият оптимален базис не се променя. Разбира се, необходимо е да се определи новата стойност на целевата функция, която съответствува на новите стойности XВ.

Ако промените са такива, че една или повече базис ни променливи станат отрицателни, необходимо е да се използува дуалният симплекс-метод за получаване на ново допустимо оптимално решение.

Нека например денонощните запаси на суровините в разгледаната задача се изменят от 15 и 12 тона на 16 и 7 тона. Новата дясна част на таблицата

[image: image58.jpg]



показва, че текущият оптимален базис е недопустим. За възстановява-нето на допустимостта се използува дуалният симплекс-метод със сле-дната начална таблица
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	БПР
	x1
	x2
	xз
	x4
	x5
	x6
	Решени
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	J
	0
	0
	1/2
	3/2
	0
	0
	181/2
	

	
	x2 x1
	0
	1
	1/2
	-1/2
	0
	0
	9/2
	

	
	x5
	1
	0
	-1/4
	3/4
	0
	0
	5/4
	

	
	x6
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	0
	0
	-3/4
	5/4
	1
	0
	-
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	0
	0
	-1/2
	1/2
	0
	1
	5/
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Изключвана и включвана променлива са съответно х6
	и х3, при което
	

	се получава
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	БПР
	
	Х1
	x2
	Х3
	
	Х4
	Х5
	Х6
	
	Решение
	

	J
	
	0
	0
	0
	
	2
	0
	1
	
	17
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Х2 X1
	
	0
	10
	
	0
	0
	1
	1
	
	3
	

	х5
	
	1
	0
	
	0
	1/2
	0
	-1/2
	
	2
	

	x3
	
	0
	0
	0
	
	1/2
	1
	3/2
	
	1
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	0
	0
	1
	-
	1
	0
	-2
	
	3
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Новото оптимално решение е x1 * = 2, х*2 = 3, J* = 17.

Включване на ново ограничение

Включваното ново ограничение може да се удовлетворява или да не се удовлетворява от текущото оптимално решение. В първия случай то е излишно и въвеждането му в модела няма да промени текущото оптимално решение. Да предположим например, че напоследък дено -нощното търсене на първия вид продукция не надхвърля 6 тона. В модела е необходимо да се включи ново ограничение x1 <= 6. Тъй като това ограничение се удовлетворява от текущото решение х1* = 51/4 тона, то се определя като излишно и текущото оптимално решение се запазва.

Във втория случай текущото оптимално решение става недопустимо и е необходимо да се определи ново оптимално решение, с из-ползуване на дуалния симплекс-метод. За целта новото ограничение се въвежда в текущата таблица на оптималното решение. Това въвежда -не се извършва след предварително преобразуване на ограничението -то се представя в стандартна форма, след което всички текущи базисни променливи в него се изразяват чрез текущите небазисни променли-ви. Към получената разширена симплекс-таблица се прилага дуалният метод.

Нека новото ограничение, което се включва в модела, е x1 <= 4-Очевидно то не се удовлетворява от текущото x1 = 51/4. Неговата стандартна форма е

x1 + х7 = 4,   х7 >= 0,

където х7 е остатъчна променлива. За да се включи това уравнение в текущата оптимална таблица, базисната променливаx1 която фигу-


рира в него, се изразява чрез текущите небазисни променливи, като се използува уравнението на x1 в текущата таблица

х1 - (1/4)x3 + (3/4)x4 = 21/4.

Оттук преобразуваната форма на новото ограничение е

21/4 + (l/4)х3 - (3/4)х4 + x7 = 4

или

(1/4)x3 - (3/4)x4 + x7 = -5/4.

Разширената симплекс-таблица е

I

	
	БПР
	x1
	x2
	x3
	х4
	Х5
	Х6
	
	Х7
	Решение
	

	
	
	J
	0
	0
	1/2
	
	3/2
	0
	0
	
	0
	
	251/2
	

	
	
	x2
	0
	1
	1/2
	
	-1/2
	0
	0
	
	0
	
	11/2
	

	
	
	x1
	1
	0
	-1/4
	
	3/4
	0
	0
	
	0
	
	51/4
	

	
	
	x5
	0
	0
	-3/4
	
	5/4
	1
	0
	
	0
	
	53/4
	

	
	
	x6
	0
	0
	-1/2
	
	1/2
	0
	1
	
	0
	
	11/2
	

	
	«—  x7
	0
	0
	1/4
	
	-3/4
	0
	0
	
	1
	
	-5/4
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	След прилагане
	на дуалния симплекс-метод
	
	
	
	
	
	

	БПР
	
	x1
	Х2
	
	х3
	х4
	х5
	х6
	
	х7
	
	Решение
	

	J
	
	0
	0
	
	
	10
	0
	0
	
	2
	
	23
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	x2
	
	0
	1
	
	1/3
	0
	0
	0
	
	-2/3
	
	21/3
	

	x1
	
	1
	0
	
	0
	0
	0
	0
	
	1
	
	4
	

	х5
	
	0
	0
	
	-1/3
	0
	1
	0
	
	5/3
	
	32/3
	

	x6
	
	0
	0
	
	-1/3
	0
	0
	1
	
	2/3
	
	2/3
	

	х4
	
	0
	0
	
	-1/3
	1
	0
	0
	
	-4/3
	
	12/3
	


Вижда се, че включването на ново ограничение влошава стойност-та на целевата функция (J* = 23) в сравнение с предишното решение

(J* = 251/2).

Тъй като обемът на изчисленията при симплекс-метода зависи главно от броя на ограниченията, възможността за последователно въ-веждане на нови ограничения се използува за повишаване ефективност-та на алгоритмите в задачи с голяма размерност.   Според предпола-ганата степен на влияние върху оптималното решение ограниченията предварително се разделят на пьрвични и вторични. Задачата се решава най-напред с всички първични ограничения, след което последовател-но, едно по едно, се въвеждат вторични ограничения до достигането на

оптималното решение, при което невключените още в модела вторичните

ограничения стават излишни.-
'

ИЗМЕНЕНИЯ, КОНТО ВЛИЯЯТ НА ОПТИМАЛНОСТТА И ДОПУСТИМОСТТА 

Нека едновременно се променят целевата функция и десните части на ограниченията, като новите J и b ca

[image: image61.jpg]2;(t) — ¢;(t) = Cy(t)B; 'P; — ¢;(t)




Лесно може да се провери, че тези изменения водят до следното неоптимално и недопустимо решение

[image: image62.jpg]22y + 3z + 223 < 880
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	БПР
	x1
	x2
	x3
	х4
	x5
	x6
	Решение

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	J
	0
	0
	2
	-1
	0
	0
	25

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	x2
	0
	1
	1/2
	-1/2
	0
	0
	9/2

	
	<-
	x1
	-1
	0
	-1/4
	3/4
	0
	0
	5/4

	
	
	х5
	0
	0
	-3/4
	5/4
	1
	0
	- 5/4

	
	
	x6
	0
	0
	-1/2
	1/2
	0
	1
	- 3/2


Най-напред се постига оптималност на решението, без да се раз-глежда допустимостта му. Включваната променлива е x4, а изключвана може да бъде всяка от променливите x2, x1, x5, х6, като единственото ограничение в общия случай е водещият елемент да е различен от нула Ако x1 се избере като изключвана променлива, новата таблица е
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Решението е оптимално, но недопустимо. Прилагайки дуалния симплекс-метод, след три итерация се получава оптималното допусти-мо решение (проверете)




	БПР
	Х1
	х2
	Х3
	х4
	Х5
	Х6
	Решение
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	J
	0
	0
	0
	1
	0
	4
	19
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	x2
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	3
	

	Х3
	0
	0
	1
	-1
	0
	-2
	3
	

	X1
	1
	0
	0
	1/2
	0
	-1/2
	2
	

	Х5
	0
	0
	0
	1/2
	1
	-3/2
	1
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	


ПАРАМЕТРИЧНО ЛИНЕЙНО ПРОГРАМИРАНЕ 

Параметричното ЛП изучава измененията на оптималното решение,

предизвикани от предварително определены непрекъснати изменения на параметрите на модела. То е разширение на следоптимизационния анализ на чувствителността.

Функциите, конто описват параметричните промени, могат да бъ-дат линейни или нелинейни. За облекчаване на изчислителната процедура нелинейните зависимости често се апроксимират с линейни по участъци функции. Основната идея на параметричното ЛП е следната.

Нека коефициентите на модела зависят от параметъра t. Най-напред се намира оптималното решение при t = to = 0, след което се определя интервалът ((t0, t1), за който това решение се запазва оптимално и допустимо . За целта се използуват условията за оптималност и допустимост на прекия или дуалния симплекс-метод. Тъй като при t > t1 текущото оптимално решение става неоптимално или недопустимо, определя се ново оптимално решение при t = t1, което ще бъде оптимално и допустимо до t = t2, където t2 > t1. Процедурата се повта-ря, докато се дзчерпи обхватът на параметъра t или докато се определи такава стойност ti > ti-1, че при t > ti решението или не се променя, или не съществува.

ИЗМЕНЕНИЯ НА КОЕФИЦИЕНТИТЕ НА ЦЕЛЕВАТА ФУНКЦИЯ 

Нека С(t) е векторът на коефициентите на J, където t >= 0, а Вi оптималният базис за стойността ti , i = 0,1,... Да означим с Xg оптималното решение при t = ti, а с Св(t) - съответните коефициенти от функцията J. В т.4.4.1 беше показано, че измененията на C(t) мо-гат да влияят само на оптималността на решението. Следователно, ако задачата е за максимизация, текущото оптимално решение
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ще остава оптимално за всички[image: image8.jpg]t,t; <t<tiss,



за които се изпълняват условията

[image: image65.jpg]t<1.
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Ако t > ti+1, поне едно от неравенствата не се удовлетворява.

Пример 4.6. Разглежда се задачата от примера 4.5, но с промец-ливи коефициенти на J:

Да се максимизира J = (4 — 8t)x1 + (3 — 3t)x2 + (6 + 6t)x3 при ограниченията

[image: image67.jpg]300 1/3-1/6 0 1-1/2 0
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Анализ на оптималното решение при t = t0 = 0 След въвеждане на остатъчните променливи х4, х5 и X 6 оптимал-ното решение при t = t0 = 0 е следното
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	БПР
	21
	22
	хг
	24
	25
	26
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	J
	4
	0
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	0
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	x-i
	-1/3
	1
	0
	1/3 0
	-1/6
	0
	430/3
	

	23
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Вижда се, че

[image: image69.jpg]Cp(t)B;’ =[0,6 +6i,0]B7* =[0,(3/2) + {3/2),0],




където С(t) = [4 - 8t,3 - 3t,6 + 6t]. За определянето на коефициентите zj(t) — cj{t) при небазисните xj, j = 1,4,5 предварително се пресмята

CB(t)B01 = [l-t,l + 2t,0],

откъдето

[image: image70.jpg]] —[4-81,3- 31,00 = |5+17t, -3+ :u,:-; +§L]




Оптималното решение X0B се запазва, докато се изпълняват усло-вията [image: image9.jpg]


Първото и третото неравенство се

[image: image71.jpg]


удовлетворяват при всяко       а второто - само при       Следовател-

но XB е оптимално в интервала [t0, t1] = [0, 1]. При t > 1 коефициентът z4(t) - c4(t) < 0 и х4 трябва да бъде включена в базиса. Както се вижда от таблицата, изключвана променлива ще бъде x2. При t = 1, когато z 4(t) - c 4(t) = 0, х4 е единствената променлива, която може да бъде въведена в базиса и нейното включване довежда до алтернативно оптимално решение (вж.т.3.6.2). Това решение запазва оптималността си в интервала (t1, t2), който се оценява по-нататък.

Анализ на алтернативното оптимално решение при t = t1. За определяне на алтернативното оптимално решение се използу- ват съотношенията от т.3.10. Тъй като Р4 се включва, а Р2 се изключва от базиса
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Следователно новата обратна матрица B1-1 се определя от
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откъдето
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За определянето на t2 се изчислява
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откъдето коефициентите zj(t) - cj(t) при небазисните хj, j = 1,2,5 се определят във вида
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Вижда се, че всички[image: image10.jpg]g(t)-e;(t)>0



при[image: image11.jpg]


Следователно t2 = oo и решението Х1В запазва оптималността си в интервала (t1,t2) = (l,оо).

Интересно е да се отбележи, че изразите за коефициентите в ура - внението на J, получени при анализа на двете оптимални решения (t = 0 и t = 1), определят едни и същи стойности на тези коефициенти при t = 1. Това може да се използува за проверка на коректността на peзул-татите.

ИЗМЕНЕНИЯ НА ДЕСНИТЕ ЧАСТИ ИЛ ОГРАНИЧЕНИЯТА 

Както е известно (вж.т.4.4.2), измененията на десните части b(t) на ограниченията могат да влияят само на допустимостта на решени 1 та. Текущото оптимално решение Х1В се запазва допустимо, докато се изпълнява условието
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Пример 4.7. Разглежда се задачата Да се максимизира J = 4х1, + 3х 2 + 6x3 при ограниченията
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При t = t1 = 86/7, x 2 { t 1 ) = 0, а при t > 86/7 стойностите на x2 са устими. Следователно при t = t1 е необходимо да бъде определен

нов алтернативен базис с използуване на дуалния симплекс-метод, като x2 e изключвана променлива.

Анализ на алтернативния базис при t = t1 = 86/7. За да се определи включваната променлива, е необходимо да се изчислят абсолютните стойности на отношенията на коефициентите при базисните променливи в уравнението на J към съответните коефи-циенти в реда на изключвана променлива.  Най-напред се пресмятат коефициентите z}(t) - cj(t) при небазисните променливи хj, j = 1,4,5. при зададени Х0B= [х2, х3, х6]т, СB = [3,6,0] и CBB0-1' = [1,1,0] тези коефициенти се определят от
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От съотношенията на модифицирания симплекс-метод лесно се вижда, че коефициентите а32 в реда на изключвана променлива х2 при j = 1,4 и 5 се определят от израза
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Анализ на оптималното решение при t = to = 0.

При t = t0 = 0 оптималното решение X0B и обратният базис B-10 са същите, както в примера 4.6. Следователно стойността ti може да се определи от условието
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Трите неравенства се изпълняват при 0 <= t <= 86/7. Следователно оп-тималният базис В0 се запазва допустим в интервала [0,t1] = [0,86/7] като стойностите на оптималното решение се определят от х1(t) = 0 x2(t) =

(430/3)-(35/3)t, x3(t) = 22 5 +(l5 /2 ) t, x6(t) = 10t и J = 3|(430/3) (35/3)t] +6[225 + (15/2)t] = 1780 + 10t, Q < t < 86/7.
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съответствие с условието за оптималност на дуалния симплекс-метод r, =

m i n { | 4 : ( - l / 3 ) | , - , | l : ( - l / 6 | } = 6 ,

което съответствува на х5, т.е. Р5 е включван вектор.

За да се определи новият базис, съответствуващ на замяната на Р2 с Р5, последователно се изчисляват
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откъдето
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при базисни променливи X1B = [x5, x3, x6]T-Стойността t2 се определи от условието
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или
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От трите неравенства се определи интервалът (86/7) < t < 86/6, в който B11 запазва допустимостта си. При t = t2 = 86/6 трябва да се ана-лизира нов алтернативен базис, с използуване на дуалния метод, при което x6 е изключвана променлива.

Оптималното решение за интервала [86/7,86/6] се определи от x1{ t ) = x2{t) = 0, х3(4) = 440 - 104 и J = 6(440 - 104) = 2640 - 604.

Анализ на алтернативния базис при t = 42 = 86/6.

При зададени Х1B = [x5, x3, x6]T, СB = [0,6,0] и изключвана променлива хв, за да се пресметнат отношенията на дуалния симплекс-метод, конто определят включваната променлива, последователно се на-мират СBВ1-1 = [3,0,0] и коефициентите zj — cj при j = 1,2 и 4
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Коефициентите аj6, j = 1, 2 и 4 в реда на х6 се определят от съотноше-нията
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Тъй като всички а6 > 0, допустимо решение при 4 > 86/6 не съще-ствува. Параметричният анализ показва, че допустимо оптимално ре-шение на началната задача може да бъде определено само за интервала 0 < t < 86/6, като се използуват получените съотношения за г, и J, за

подинтервалите [0,86/7] и [86/7,86/6].




ИЗМЕНЕНИЯ НА НЕБАЗИСЕН ВЕКТОР В ОПТИМАЛНОТО РЕШЕНИЕ 

В т.4.4.1 беше показано, че измененията на небазисен вектор могат да влияят само на оптималността на този вектор. Ако Pj(t) e небазисен вектор в оптималното решение при t = 0, той ще остане небазисен, покато коефициентът zj(t) — c j при съответната променлива в уравне-нието на J e неотрицателен (в задачата за максимизация), т.е. докато се изпълнява условието

zj(t) - сj = СBВi-1Рj (t) - сj >= 0.

При t = ti+1 когато неравенството се превръща в равенство, може да бъде получен алтернативен оптимален базис Вi+1 чрез включване на Рj(t) в базиса. По-нататък при t > ti+1 измененията се отнасит до 6а-зисен вектор. Както беше обсъдено в т.4.4, параметричният анализ в такива случаи не може да бъде извършен и се препоръчва задачата да бъде решена отново, с новите стойности P j ( t) .

Пример 4.8. Разглежда се задачата от примера 4.5, но с променли-ви коефициенти на вектора Р1 P 1(t) — [2 + 2t, 6-4t, 2+6t]т . Както беше получено, в оптималното решение при 4 = 0 P1 e небазисен вектор. Това решение запазва оптималността си, докато се изпълнява условието


т.е. за стойности на t в интервала При t > t1 — 2 P1(t) тряб-ва да бъде включен в базиса и извършването на параметричния анализ по-нататък не е възможно.


<

ЕДНОВРЕМЕННИ ИЗМЕНЕНИЯ НА КОЕФИЦИЕНТИТЕ В ЦЕЛЕВАТА ФУНКЦИЯ И НА ДЕСНИТЕ ЧАСТИ НА ОГРАНИЧЕНИЯТА 

Когато коефициентите С( t ) и десните части b(t) се изменят едно-временно, оптималността и допустимостта на даден базис В, се проверяват поотделно, като се използуват процедурите от 4.5.1 и 4.5.2. Нека t't и t''i сa критичните стойности на t съответно за оптималността и допустимостта на В,. Ако t'i < t''i, базисът В, най-напред става неоптимален и следващият базис Bi+1 се получава за ii+1 = t'i с използуване на прекия симплекс-метод. Ако t'i > t''i, базисът Вi най-напред става недопустим и следващият базис В,-+1 се получава за ti+1 = t''i, като се приложи дуал-ният симплекс-метод. И накрая, когато t'i = t''i, В, едновременно загубва

оптималността и допустимостта си и следващият базис В i + 1 се опреде-ля чрез последователно прилагане на прекия и дуалния симплекс метод (вж.т.4.4.3).

Процедурата  се  повтаря  до  изчерпване  на  обхвата  на  t  или  докато  се

установи, че задачата няма допустимо решение за някое t — ti

Пример 4.9. Разглежда се задачата от примера 4.5, но с едновре-менни изменения на коефициентите С и на десните части b, както в

примерите 4.6 и 4.7.

От анализа на оптималните базиси при t = t0 = 0 в примери 4.6 и 4.7 се вижда, че В0 запазва своята оптималност и допустим в интервала 0 <= t <= t1, където t1 = min{t'0 ,t''0 = min{l, 86/7} =1 Следователе новият базис при t = t^ = 1 се определи с

използуване на прекия симплекс-метод.

Като се използува полученото в примера 4.6 алтернативно опти-мално решение при t = t1 = 1


XL

следващата критична точка t2 се определи от условието t2 = min{t'1, t''1). При това в примера 4.6 беше получено, че оптималността се запазва при t >= 1, т.е., t'1, = оо. Другата стойност t''1 ще бъде определена от условието за допустимост


Трите неравенства се изпълняват в интервала 0 <= t <= 86/7, т.е.  t''1 = 86/7.

Следователно t2 = min{oo, 86/7} = 86/7.

Анализът, направен в примера 4.7 при t = 86/7, може да бъде из-ползуван и тук. Беше получено, че базисни са променливите х5, х3 и x6 и че обратният базис е от вида


В съответствие с приетите означения в настоящая раздел този обратеН базис ще означим с В2-1. По-нататък се определя стойноетта t3.




QT условието за оптималност

[zj(t) - cj(t)}j=1,2,4=СВВ2-1[Р1,Р2,Р4] - [ c t ( t ) , C 2 { t ) , C 4 { t ) \ = = [2+ 14t,6 + 12t,3 + 3t] >= 0

следва, че В2 остава оптимален при t >= 86/7, т.е., t'3 = оо. Анализът в примера 4.7 показва, че В2 остава допустим в интервала 86/7 <= t <= 86/6, т.е. t" = 86/6. Следователно t3 = min{oo, 86/6} = 86/6. И накрая про-верката на алтернативния базис при t = 86/6 в същия пример разкрива отсъствието на допустимо решение при t > 86/6.

Оптималните решения в интервала на изменение на I се определят по следния начин:


Необходимо е да се отбележи, че в общия случай задачата не може да бъде решена чрез обединяване (наслагване) на критичните стойности t1, получени при поотделното разглеждане на измененията C(t) и b(t).

4.6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Теорията на дуалноетта е основа на създаването на ефективни ме-тоди и алгоритми за решаване на линейни задачи. В случайте, когато пряката задача се отнася до разпределение на ресурси, елементите на съответната дуална задача имат ясен икономически смисъл. Понятия-та и съотношенията на дуалноетта са особено полезни при анализа на чувствителноетта на оптималното решение и при решаване на задачи на параметричното ЛП. Последното е разширение на анализа на чувстви-телноетта в случайте, когато измененията на параметрите на модела се описват с предварително известии функции. Тези анализи създават нови възможности за използуване на по-точни модели, конто описват Динамични промени на параметри на системата и на околната среда в която тя функционира, както и за проучване на варианти на решения, получени при непълна информация и неопределеност за динамиката на промените.

