ВЪВЕДЕНИЕ В ЛИНЕЙНОТО ПРОГРАМИРАНЕ

През последните четири десетилетия ЛП намери много широко приложение при решаването на най-различни задачи в промишленост-та, селското стопанство, транспорта, научните изследвания и др. То е най-развитото и завършено направление на математическото програ-миране и е основа за създаването на други методи за ИО.


МАТЕМАТИЧЕН МОДЕЛ И ГРАФИЧНО РЕШАВАНЕ НА ЗАДАЧА ТА НА ЛИНЕЙНОТО ПРОГРАМИРАНЕ 

2.1.1. МАТЕМАТИЧЕН МОДЕЛ НА ЛП

Изучаването на задачата на ЛП где започне с разглеждането на прост пример, който може да бъде решен графично.

Пример 2.1. Определяне на производствена програма Една фирма произвежда два вида продукция -П1 и П2, като из-ползува два вида суровини - R1 и R 2. Разходите на суровини за про-изводството на единица продукция от двата вида, както и максимално възможните денонощни запаси на тези суровини са показани в табли-цата 2.1.

Таблица 2.1
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Проучванията показват, че денонощното търсене на продукта П2 Не превишава търсенето на продукта П1 с повече от 2 тона и че търсе-Нето на П2 не е по-голямо от 3 тона на денонощие. Цените на едро на тон продукция са 4 хил.лв. за продукта П1 и 3 хил.лв за продукта П2.

Необходимо е да се определят количествата продукция от всеки вид, които трябва да бъдат произведени за денонощие, така че да се мак-симизират приходите от продажбите им и да се удовлетворяват огра-ниченията, свързани със суровините и търсенето на продукцията.

За да се построи моделът, се въвеждат променливите х1 и х2 за търсените денонощни производствени обеми на продуктите П1 и П2 (в тона). Предполага се, че продажбите на двата вида продукция са независими. Тогава целевата функция J - общия денонощен приход, е равна на сумата от приходите от продажбите на двата вида продукция, J = 4x1 + Зх2-

За производството на количествата х1 и х 2 са необходими 2х1+Зх2 единици суровина от вида R1 и 2x1 + 1х2 единици суровина от вида R 2. Тъй като денонощните запаси на суровините са ограничени, би тряб-вало да се изпълняват условията 2x1 + Зх2 <=15 и 2x1 + 1.х2 <=12

Ограниченията, свързани с търсенето на продукцията, могат да бъдат записани във формата х2 — х1 <=2 и х2 <=3.

Естествено, произвежданите количества продукция са неотрица-телни, поради което в модела се въвеждат т.нар. условия за неотрица-телност x1 >=0, х2 >=0.

И така, математичният модел на задачата има следния вид:

Да се определят стойностите на х1 и х2 така, че да се максимизи-ра J max J = 4x1 + Зх2

при ограниченията

2х1 +3x2 <=15

2х1 + х2 <=12 -x1 + х2 <=2

х2 <=3

x1 >=0, х2 >=0.

Полученият модел е линеен, защото целевата функция и ограниченията са линейни функции на променливите х1 и х2. Линейността предполага наличието на две свойства: пропорционалност и адитивност.

Пропорционалността означава, че приносът на всяка променлива хi в целевата функция или в потреблението на даден ресурс е пропорционален на нейната големина, т.е. този принос е равен съответно на cixi и akixi, където сi и аk са константи, едни и същи за целия интервал на изменение на хi Предположението за пропорционалност не се изпълнява, когато началните разходи, свързани с въвеждането на нов продукт в производство, не могат да бъдат пренебрегнати или когато производителят намалява цената на единица продукт при закупуване на по-големи количества.

Адитивността означава, че целевата функция е сума от приносите на различните променливи. Аналогично общото потребление на даден


ресурс е равно на сумата от неговите разходи, които съответствуват на отделяйте променливи xi. Предположението за адитивност не се изпълнява, ако производителят предлага конкуриращи се видове продукция, при които увеличените продажби на едни видове водят до намаляване на реализацията на други.

2.1.2. ГРАФИЧНО РЕШЕНИЕ НА ЗАДАЧАТА НА ЛП

Най-напред се определя областта на допустимите решения, в ко-ято едновременно се удовлетворяват всички ограничения. За целта в ограниченията по-горе знакът < се заменя със знак = и се построяват правите, които съответствуват на получените уравнения. На фиг.2.1 е показана областта на допустимите решения ABCDEF ( накратко, до-пустимата област, допустимото пространство). Областите, в които не-равенствата се удовлетворяват, са показани със стрелки, насочени в
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полуравнините на допустимите решения.

За да се намери оптималното решение в допустимата област, е не-обходимо да се определи посоката, в която нараства целевата функция J = 4х1 + 3х2. За целта се задават две положителни постоянни стойно-сти на J и се построяват правите, конто съответствуват на уравнението на целевата функция. В случая са построени правите за J = 8 и J = 12 по уравненията 4х1 + Зх2 = 8 и 4х1 + 3х2 = 12. За определяне на оптималното решение правата на дохода, която преминава през допустимата облает, се премества в посоката на нарастване на целевата функция до тогава, докато има поне една обща точка с допустимата облает. От фиг.2.1 се вижда, че на оптималното решение съответствува точката С. Тя може да бъде определена, решавайки системата от уравнения на правите, конто се пресичат в нея

2х1 +3x2 = 15,

2х1 + х2 = 12,

откъдето оптималните стойности са х*1— 51/4 т., х* 1= 11/2 т. На тези де-нонощни обеми съответствува максимален приход J* = 4.51/4 + 3.11/2 = 251/2 хил.лв.

Важно е да се отбележи, че на оптималното решение винаги съ-ответствува ьглова (екстремна ) точка на допустимата облает, т.е. за разглежданата задача - някоя от точките A,B,C,D,E,F. Коя от тези точки ще бъде оптимална зависи от наклона на правата, която пред-ставя целевата функция J. Възможно е решението да не е единствено. Алтернативните оптимални решения в такива случаи се намират след определянето на две съседни ъглови точки.

Отбелязаната закономерност е основата на алгебричен метод за решаване на задачите на ЛП, при който оптимумът се намира, като се разгледат краен брой ъглови точки.

АНАЛИЗ НА ЧУВСТВИТЕЛНОСТТА НА ОПТИМАЛНОТО РЕШЕНИЕ 

Често параметрите на модела - например коефициентите при про-менливите в целевата функция или десните страни на ограниченията, са оценени приблизително, с грешки, или се изменят във времето. Как влияе на оптималното решение изменението на запасите на суровините, на цените или на търсенето на продукцията спрямо техните стойности, предполагани при определянето на това решение? Отговор на този въпрос дава анализът на чувствителността.

Случай 1. Изменения на запасите

Тъй като стойностите на запасите са в дясната страна на огра-ниченията, говори се за анализ на чувствителността спрямо дясната страна на ограниченията. В този случай възникват три основни въпро-са:

— С колко може да се увеличава запасът на някакъв ресурс, така че да се подобрява определената оптимална стойност на целевата фун кция?


— С колко може да се намалява запасът на някакъв ресурс, без да се влошава определената оптимална стойност на целевата функция? 

— Кой ресурс е най-изгодно да бъде увеличен? 

За да се отговори на тези въпроси, се въвеждат някои основни понятия. Ограниченията в дадена задача могат да бъдат подразделени на Две групи:

ощпивни (свьрзващи) и неактивны (несвьрзващи). Акти-вни ограничения са тези, чиито прави преминават през оптималната точка. На фиг.2.1 свързващи са първите две ограничения в задачата, които определят запасите на

суровините R1 и R2.

Ресурсите, конто се отнасят до активните ограничения, се нари-чат дефицитни, тъй като те се изчерпват напълно. Ресурсите, свързани с неактивните ограничения, са недефицитни. Задачата на анализа е да се определят: а) максимално допустимите увеличения на дефицитните ресурси, подобряващи стойността на целевата функция; б) максимално допустимите намаления на недефицитните ресурси, невлошаващи стойноетта на целевата функция.
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В разглеждания пример на увеличението на ресурса R1 съответствува преместване на правата CD нагоре, успоредно на себе си, до до-стигането на точката М. В точката М активни стават ограниченията х2 = 3 и 2х1 + х2 = 12. Новата допустима облает е ABMDEF. В точката М ограничението за ресурса R1 става излишно, защото по-нататъшното увеличаване на този ресурс не влияе нито на допустимата облает, нито на оптималното решение.

Разликата между недефицитност и излишество на даден ресурс е в това дали съответната права на ресурса участвува или не във форми-рането на допустимата област.
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И така, правата CD има смисъл да се премества до достигането на точка М (щрих-пунктираната права на фиг.2.1). Граничният запас, който съответствува на новата права, може да се определи, като се намерят координатите на точката М, решавайки системата

2х1 + х2 = 12 х2 = 3,

т.е. x1 — 41/2, х2 = 3. Тези стойности се заместват в лявата част на първото ограничение

2x1 + Зx2 = 2.41/2 + 3.3 = 18 т.

Новата стойност на целевата функция е J = 4.41/2 + 3.3 = 27 хил.лв.

По същия начин може да се оцени целесъобразното изменение на ресурса R2. Изместването на правата ВС нагоре има смисъл до достигането на точка N, в която се пресичат правите 2х1 + 3x2 = 15 и x2 = 0. Нейните координати са х1 = 71/2 и х2 = 0. Замествайки в лявата страна на второто ограничение, определяме максималния запас На втория ресурс, 2.71/2 + 1.0 = 15 т. На тези стойности съответствува J = 4.71/2 + 3.0 = 30 хил.лв.

Доколко може да се намали дясната част на неактивното ограничение х2 <=3, което определи максималното търсене на продукта П2? От фиг.2.1 се вижда, че без да се изменя оптималното решение в точка С, правата ED може

да слезе надолу, до преминаването и през точка С. Тъй като координатите на тази точка са х*1= 51/4 и х*2 = 11/2, намаля-ването на търсенето на продукта П2

от 3 т до 11/2 т няма да промени оптималното решение.

По същия начин може да се покаже, че намаляването на дясната част на ограничението — х1 + x2 < 2 от 2 до —33/4, при което то се записва във

вида хх — х2 < З3/4 (т.е., търсенето на П1 е по-голямо от търсенето на П2), не променя оптималното решение.

Увеличаването на запасите на всеки ресурс е свързано с разходи. Поради това третият въпрос, формулиран по-горе - за определянето на ресурса , чието увеличение на запаса е най-изгодно , може да се префор-мулира така: за увеличаването на кой ресурс има смисъл да се правят допълнителни разходи? За да се отговори на този въпрос, се въве-жда характеристика на ценността у на всяка допълнителна единица от дефицитния ресурс (накратко - "ценност на ресурса"), изразена чрез нарастването лJ на целевата функция над оптималната и стойност J*. За i-тия ресурс ценността се определи от съотношението

[image: image16.jpg]1
—=——— = -~ XWLIB/ToR R,
B g XwLaR/on By

30 — 25172

=1 .18 /T8 R;
512 1Y% xun.np/ 2





където[image: image57.jpg]


е максимално дохтустимото изменение на ресурса R4- За разглеждания пример ценностите у1и y2 на ресурсите R1 и R2 са:
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Очевидно, допълнителните разходи трябва да се правят с предимство за ресурса R2 и чак след това - за ресурса R1.

Случай 2. Изменение на коефициентите на целевата функция Изменението на коефициентите на целевата функция променя наклона на правата, която я представя. Това може да доведе до изменение на ъгловата точка на оптималното решение, т.е. до изменение на набора от активни ограничения. В този случай основните въпроси са, първо, за допустимите изменения на един или друг коефициент на функцията J, при конто оптималното решение не се променя, и второ, за големи-ната на измененията на коефициентите, при които някой недефицитен ресурс става дефицитен или обратно.

Нека c1 и с2 са приходите от продажбите съответно на единица продукт П1 и П 2. Тогава J = c1x 1 + c2x2. От фиг.2.1 се вижда, че при намаляване на с1 или увеличаване на с 2 правата, която представя целевата функция J, се завърта около точката С и се доближава до правата




CD. При изменение на коефициентите в обратна посока тази права се доближава до правата ВС. Точката С остава оптимална дотогава, до-като наклонът на правата J не излезе извън границите, определени от наклоните на правите 2х1 + Зх2 = 1 5 и 2 x 1 + x2 = 12. Когато наклонът на правата J e равен на наклона на правата на първото или второто ограничение, получават се две алтернативни оптимални ъглови точки С и D или С и В . Извън интервала определен от тези два наклона, оптимална е точката В или точката D.

След тези разсъждения лесно може да се определи интервалът на изменение на с1 при който точката С остава оптимална. Нека коефи-циентът с2 се запазва постоянен, с 2 = 3. Коефициентът с 1 може да нараства или да намалява докато наклонът на правата J съвпадне с наклона на правата 2х1 + х2 = 12 или на правата 2х1х + 3х2 = 15, откъдето се получават условията Оттук интервалът
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на допустимите изменения на c1 е 2 <= с 1 <= 6. При c1 = 2 и с 1 = 6 оптимални са съответно алтернативните решения С, D и С, В.

2.2. НЯКОИ ЗАДАЧИ И ПРИЛОЖЕНИЯ НА ЛП

Пример 2.2. Задача за асортимента Произвеждат се n вида изделия,

като се използуват m технологични операции. Времената, които се предоставят в рамките на едно денонощие за използуването на тези операции за производство на n-те изделия са ограничени със стойности bi (мин), i = l, т. Известии са продължителнретта на i-та операция при изработването на едно изделие от j-тия вид аij ( мин/ изделие) и очак -ваната печалба от продажбата на едно изделие от j-тия вид cj (лв.), i = 1,т, j = l,п. Необходимо е да се определи най -изгодният деноно-щен обем на производство на изделията от всеки вид.
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Ако с xj се означи търсеното количество изделия от j-тия вид и за измерител на изгодата се приеме печалбата J за едно денонощие, задачата може да се запише в следната форма:

Да се максимизира
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при ограниченията
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Означението и неравенството вляво от него са съкратен запис на т ограничения , всяко от конто се получава след замяна на i в aij и

bi, последователно със стойностите от 1 до т.

Вместо условия за неотрицателност
в модела могат да бъ-

дат въведени допълнителни изисквания, например[image: image2.jpg]Z; 2 Zi0;, Zi0 > 0.




Разглежданият пример илюстрира т.нар. предположение за дели-мост, според което единицата на някаква дейност може да бъде разделе на на дробни части и затова са допустими нецелрчислени стойности за променливи, чийто физически смисъл изисква целочислени решения. Резултатите, получени след закръгляване до най-близките цели числа, са приемливи при големи стойности на променливите.

Пример 2.3. Задача за смесите. При храненето в специални условия, отглеждането на животни или например при подготовката на те-хнологичната суровина за производство на цимент или на други про-дукти, често възниква следната задача. Съставя се определено количество смес Q кг., която трябва да отговаря на зададени технологични изисквания и която ще бъде изразходвана през период от времето Т. Изискванията се отнасят до процентното съдьржание на r вещества в нея - например мазнини, белтъчини, въглеводороди, вода, витамини, когато се третира проблем на хранене, или калциев, силициев, железни окиси и други вещества при смеси с производствено предназначение. Тези изисквания се удовлетворяват чрез смесване в различии соотношения на s компонента, наричани инградиенти. Известии са количеството на i-тото вещество, което се съдържа в единица от j-тия инградиент aij (кг/кг инградиент), както и специфичните цени на инградиентите сj ( лв/кг) и данните за процентното съдържание аi на i-то вещество в сместа, г = l,r, j = 1,s. Необходимо е да се определят количества-та на инградиентите, които съставят смес с минимална цена, като се удовлетворяват изискванията за състава и количеството на сместа.
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Ако с xj се означи количеството на j-тия инградиент в сместа, задачата може да се запише в следния вид:

— Да се минимизира
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при ограниченията
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След прехвърлянето отляво на десните части на ограниченията, оито съдържат се получават неравенства от вида Гру-
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те неравенства с[image: image3.jpg]


се отнасят до веществата, чието ооцентно съдържание в сместа » 5ива да е съответно по-голямо и по-
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малко от аi, а двете групи с[image: image4.jpg]


- до веществата, чието процентно съдържание трябва да е в зададен интервал[image: image5.jpg]’
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Пьрвото ограничение е формулирано като
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неравенство

което е по-слабо ограничение от равенството. Такава замяна
се

препо-

ръчва, когато условията на задачата я правят възможна, тъй като при използуването на по-силното ограничение може да се получи недопу стимо решение или по-лоша стойност на целевата функция. <

Пример 2.4. Задача за управление на параметрите на околната среда

Въздухът в промишлен район е замърсен с вредни последици за здравето и околната среда. Източниците на замърсяване са т вида, като всеки от тях отделя п основни типа замърсители: прах, серии окиси, въглеводороди и др. В съответствие със стандартите за чистота на въздуха, годишната емисия на замърсители трябва да се намали с Pi млн.тона,[image: image6.jpg]


Възможно е използуването на r ефективни методи за намаляване на замърсяването: повишаване на дължината на комините в производството, което отделя замърсители, използуване на филтри в комините, използуване на специални пречистващи материали в гори-вото и др . За всеки метод са известии максималните възможности за отстраняване на замърсители за една година. Нека akijзначава грани-чните възможности на i-тия метод, прилаган към j-тия замърсител от k-тия източник на замърсяване,

[image: image29.jpg]



Пречиствателните възможности на всеки метод могат да се из-ползуват частично или напълно. Методите могат да се прилагат независимо и се допуска, че намаляването на замърсяването по някои от методите не се влияе съществено от това дали се използуват други методи.

Стойностите на akij а такива, че никой от методите самостоятелно не може да осигури желаното намаляване на замърсяването, а използуването на пълния им пречиствателен капацитет, което би било твърде скъпо, би дало по-голямо пречистване от необходимото. Възниква въ -просът за комбинирано използуване на методите с определена част от пречиствателните им възможности. Тези комбинации за различните източници на замърсяване ще бъдат различии.

Установени са максималните годишни разходи сik (млн.лв.) за всеки метод при използуване на пълния му капацитет в различните източници на замърсяване,[image: image7.jpg]


 Фактическите разходи са пропорционални на степента на използуване на метода.

Задачата е да се създаде план за намаляване на замърсяването, в който да се определи какви методи и с какъв капацитет да се използу-ват при различните източници на замърсяване, така че да се постигне Желаното намаление на вредните емисии и реализацията на плана да е най-евтина.

•

Нека xik означава степента на използуване на i-тия метод в k-тия източник на замърсяване изразена като част от пъл-ния капацитет на пречистване. Задачата може да се формулира по следния начин:
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— Да се минимизира
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при ограниченията
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	емисиите.  Втората  група  от
	г.т  ограничения  върху  променливите  xik.

	са  технологични,  а  третата  група  представя  условията  за  неотрицател-

	ност на xik в задачата на ЛП.
	-«

	Първите  п  ограничения
	описват  изискванията  за  намаляване  на


Пример 2.5. Денонощно- сменно планиране на работата В предприятия и заведения, конто работят денонощно - градски транспорт, големи телефонии станции, болници, ресторанти, магазини и др., рационалното решаване на задачата за денонощно-сменно планиране позволява да се намали броят на хората и машините, конто извър-шват определена работа. Рационалният план се основава на предвари-телно оценения минимален брой необходими хора (транспортни средства, машини) през отделните интервали на денонощието . На фиг.2.2 е показан например броят на необходимите сервитьори в денонощен ресторант. Обикновено може да се предположи, че потребностите са приблизително постоянни в рамките на последователни интервали с постоянна - в случая четиричасова дължина. Продължителността на смяната е 8 часа. Необходимо е да се определи броят на обслужващи-те във всяка смяна, който трябва да бъде не по-малък от минимално необходимия, като общият брой на обслужващите за денонощие е минимален.
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Фиг. 2.2


Нека x1,x 2 и х3 означават броя на работещите съответно в първа, «тора и трета смяна при трисменен график, когато първата, втората и третата смяна започват в 8:01, 16:01 и 0:01 часа. От фиг.2.2 се вижда, че х1 >=5, x2 >=6 и х3 >=3, т.е. минималният брой на обслужващите е x1 + x2 + хз = 14 души. По -изгоден обаче от този традиционен график може да се окаже графикът, при който се избира оптимално началото на всяка смяна. Постоянството на потребностите в рамките на чети-ричасовите интервали на фиг.2.2 поражда идеята за график, при който смените се припокриват, като началото на една смяна е отместено спряло началото на предишната с четири часа. В случая ще има шест смени. Нека означава броя на обслужващите в смяната, която за-почва в 0 : 01 + (г — 1).4 часа. Ако целевата функция е общия брой на
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обслужващите в денонощие, като се отчита четиричасовото припокри-ване на смените, задачата може да се представи във вида:

— Да се минимизира[image: image8.jpg]


при ограниченията
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Оптималното решение е х*2= 4, х* 4= 6, х*6= 2, х*1= х*3= х*5= 0, при което броят на обслужващите е J* = 12 души. Същата стойност, J* = 12 се получава и при алтернативното оптимално решение %\ = 2,

х*2= 3; х*3= 1, х*4= 4,х*5 = 2, х*6= 0.

Пример 2.6. Максимизиране на производителността на монтажна

линия

На монтажна линия се произвежда изделие, което се комплектова от п възли, доставяни от т завода. Заводите произвеждат възлите с различна

	[image: image36.jpg]


производителност aij (възел/час),
	като от-
	

	делят различен седмичен фонд работно време bi (час),
	за това

	производство, данните за конто са дадени в табл.2.2.
	

	Получването  на  еднакъв
	брой  възли  от  различните
	видове  чрез
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подходяще използуване на мощностите в заводите е практически нео-съществимо. Възможна е обаче задачата да се максимизира броят на произведените изделия, което е еквивалентно на минимизирането на Дисбаланса, възникващ поради постъпването на различии количества комплектоващи възли от всеки вид. Тъй като количеството на възлите oт даден вид зависи от времето, което се отделя в заводите за неговото

	
	
	
	
	
	Таблица 2.2
	

	Завод
	М аксимален
	Производителност,
	възли/час
	
	

	
	седмичен фонд
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	работно време, час
	възел 1
	възел 2
	
	възел п
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	1
	b1
	а11
	а12
	
	a1n
	
	

	2
	b2
	a21
	а22
	
	a2n
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	т
	ьт
	aml
	аm2
	
	amn
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	


производство, задачата може да се формулира по следния начин: да се определят седмичните разходи на време за производството на всеки от n -те вида възли във всеки от m-те завода, при които се максимизира броят на произведените изделия и конто сумарно не са по-големи от предвидения фонд работно време за производството на възли във всеки от заводите.

Нека xij означава седмичния фонд от време в часове, отделяно от г'-тия завод за производството на j-тия възел, Тога-
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ва общото произведено количество възли от j-тия вид за една седмица е Нека възлите от различните видове се включват

само един път в комплектованото изделие. Тогава броят на готовите изделия J ще се определя от количеството на възлите от вида, който е произведен в минимален обем, т.е.
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Следователно задачата може да се запише във вида
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— Да се максимизира

при ограниченията
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Целевата функция в този модел е нелинейна. Тя може да се при-веде в линейна форма, като се въведе помощната променлива z, която представя броя на изделията по следния начин
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Записаната операция - определение на най-малката от няколко стойности и присвояването и на променливата г, e еквивалентна на следната задача:

— Да се максимизира z при ограниченията
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Наистина, при нарастването си променливата z ще стане равна на най-малката от левите части на n-те ограничения по-горе. Поради това задачата може да се представи окончателно в следната линейна форма

Да се максимизира J = z при ограниченията
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Лесно може да се провери, че ако j'-тият възел се съдържа в едно изделие kj пъти, целевата функция се изменя по следния начин

[image: image45.jpg]



Да се максимизира J = z, където
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или записана в линейна форма Да се максимизира J = z при ограниченията
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Пример 2.7. Целево програмиране

Често е целесъобразно да се допусне " нарушение" на едно или дру-го ограничение при съответни "наказания" или "глоба" за нарушение-То. Това означава, че въпреки заплащаното наказание, чрез нарушение-то се постига в по-пълна степен желаната цел. Обикновено наказанието

представлява допълнителни разходи за увеличаване на един или друг необходим ресурс Например, когато не достигат средства за някаква дейност, може да се вземе заем от банка. Лихвата, с конто се връща за-емът, представлява глоба за получения допълнителен ресурс. Задачите от този вид често се наричат задачи на целевото програмиране, защото при тях се определя нивото на използуване на ресурсите, което съот-ветствува на възможно най -пълното постигане на целта. Особеностите на модела на задачи от този вид ще бъдат илюстрирани със следния пример.

Произвеждат се п вида изделия, като се извършват последовател-ни обработки на заготовките с т различии машини. Всяка машина може да бъде използувана по 8 часа в денонощието, като този ресурс от време може да се увеличи с Т часа за сметка на извънредна работа. Всеки час от това извънредно време струва допълнително с лв. Данните за производителностите на машините и печалбите на едно изделие са известии. Необходимо е да се определят денонощните обеми на производство на изделията от всеки вид така, че да се максимизира чистата печалба, като се използуват редовното и извънредното време на работа на машините.

	Нека aij e производителността на г'-та машина при производство на j-то

	изделие (изделия/час), р3  - печалбата на едно изделие от j-тия вид, a xj  -

	търсеният   брой
	изделия   от   j-тия   вид,   произведени
	за   дено-

	нощие,
	Ако не се допуска извънредна работа,
	има m

	ограничения от вида
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Ако извънредната работа е допустима, ограниченията се изменят по следния начин
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където z i са нови променливи, конто не са ограничени по знак. Ви -жда се, че ако zi е отрицателна, фондът работно време от 8 часа не се използува напълно и извънредно време не е необходимо. Ако 2, е положителна, редовното работно време е недостатъчно и се използува извънредно време в обем от zi часа. От условието на задачата следва, че Тъй като Т > 0, последното ограничение обхваща

и случайте когато zi < 0 и извънредно време не е необходимо. Чистата денонощна печалба J e разликата между общата дено-
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нощна печалба
и денонощните разходи за извънреден труд Р,
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Смисълът  на  израза  заРе  ясен,  като  се  отчете,  че

mах{0,2,} = 0 при г, < 0, когато извънредно време не се използува.




Cera задачата може да бъде записана във вида:
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— Да се максимизира

При ограниченията
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Zi  —  неограничено по знак,  i = 1,т.

Нелинейната целева функция може да се представи в линейна форма по подобен начин, както в примера 2.6. Въвежда се помощната промен-лива уi, уi = mах{0,2,}. Това заместване е еквивалентно на следната задача

— Да се минимизира уi при ограниченията
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а минимизирането на уi при отрицателния коефициент при yi в израза на целевата функция J съответствува на нейното максимизиране.

Окончателно задачата може да се представи в следната линейна форма:

при ограниченията
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zi неограничено по знак,  i = 1,m.

Пример 2.8. Оптимално разпределение на ресурси Много конкретни задачи са частни случаи на една по-обща задача за разпределение на ресурси, която се описва по следния начин.

Съществуват п вида дейности, конто могат да се изпълняват с различии интензивности[image: image9.jpg]


(например брой изделия от i-тия вид, произведени за единица време - денонощие, месец, година и др.) и конто се конкурират за използуването на т вида ресурси. Обемите (запасите) на ресурсите са ограничени, със стойности за разглеждания период. Разходът на i-тия ресурс за извършване на единица дейност от

j-тия вид е aij затова[image: image10.jpg]L
2 aiyz;




е общият обем на i-тия ресурс, консу-

миран от n-те вида дейности.

Величината сjxj е приносът на j-тия вид дейност в общия резул-тат,[image: image11.jpg]



Коефициентът cj може да бъде печалба или приходи

от единица дейност от У -тия вид (например печалба на едно изделие от j-тия вид), или разходи за извършване на единица дейност от У-тия вид (специфични разходи). Полезността на даден вид дейност зависи от стойностите на сj и aij. Поради големи стойности на аij, т.е. при голям разход на i-тия ресурс, j-та дейност може да се окаже нецелесъобразна, xj = 0, въпреки сравнително високата стойност на печалбата сj


Необходимо е да се определят такива интензивности че да се максимизира общият резултат (печалба, доход, полезност) или да се минимизират общите загуби от всички дейности при удовлетво-ряване както на ограниченията, свързани с ресурсите, т.е. на огра-ниченията от типа , така и на други ограничения от типа , конто евентуално съществуват.

При наличието само на ресурсни ограничения задачата за максимизация се записва във вида:

— Да се максимизира ,


при ограниченията


Задачата  за  минимизация  няма  смисъл,  когато  ограниченията  са  само  от

	ресурсен  тип,  защото  се  получава
	тривиално  решение  xj  =  0,
	А  ако

	условията за неотрицателност
	се заменят с условия
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 очевидното оптимално решение е х*j= x} min.

2.3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ


и много важно средство за анализ и избор на решения в многобройни промишлени, стопански и научни организации. Една типична задача

е свьрзана с разпределението на ограничени ресурси между конкури-ращи се дейности.

Представеният прост графичен метод за определяне на оптимал-ното решение и за анализиране на неговата чувствителност е приложим само за задачи с две променливи. Той обаче разкрива важния резултат, че оптималното решение е в ъглова точка на допустимото пространство на решенията, което е основа за построяването на общ метод за решаването на задачи на ЛП - симплекс-метода.

Анализът на чувствителността позволява да се оцени степента на използуване на всеки ресурс и неговата значимост за постигане на целта както и устойчивостта на оптималното решение спрямо измененията на външните условия. Тези резултати се използуват за адаптиране на оптималното решение към външните промени. Поради това анализът на чувствителността е много важен елемент в процеса на избор на решение.

Често целта и ограниченията, при които тя се постига, могат да бъдат описани с линейни функции. Това прави възможно използуването на мощния метод на линейното програмиране, който е утвърдено

